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Geéneralites:

Soienty;(x), i = 1---n des fonctions réelles de la variable réelle x. Y(x) =

Pourtoutj = 1---n, fj(ty, ---tni1) €st une fonction réelle de n + 1 variables réelles.

Un systéme différentiel de premier ordre en Y(x) est de la forme

(Sn) 1 Y;(0) = fj(%, Y1 (0, Ya (X)), j = L--n

Sous forme vectorielle




EXemple:

Yy () = x2yi(x) +e%2®
Yo(0) = (X +Y1(x).y2 ()
Le systeme est dit linéaire s’il s’écrit: Y/ (x) = A(X)Y(X) + B(x)
A € Ma(C(1)), B € My1(C(I))
mmmm)  SiB =0, le systtme est dit linéaire et homogéne.
== SiA e My (R), le systéme est dit  coéfficients constants.

Dans ce chapitre, on étudie les systemes linéaires a coefficients constants:

Y (x) = A.Y(X) + B(x)




Systeme differentiel a coefficients constants

. Systeme différentiel homogene  (S) : % = AY(t) : Modeéle A € M3(R)
1- Si A est diagonalisable ona {V1,V,,V3} une base propore de R3 associée auxv.p 4;, i = 1,2,3 de A.

LaS.Gde (S)est Y =0C1Y1 +CyYs +C3Ys; Y; = eHlV;

En effet, montrons que Y; = Vie*! est une solution de (S) : _ alors
Y, = AiVieht = AViett = AY,
Donc Y; Vérifie (S) et c’est une solution de (S)

Comme A est diagonalisable alors les V; sont indépendants et donc les Y; sont indépendantes

parsuite la S.G. de (S) estY = ) C;Yi.




2- Si An'est pas diagonalisable:  ceci est d( a une de deux raisons

W SiPa(A) n'estpas scindé  ona A; une v.p réelle et A,, 1, deux v.p complexes de A.
Soit V; etV, deux vecteurs propres associés a 1, et A, respectivement.

Y1 = eM't.V1, Y2 = RE(e'lz't.Vz),Y3 = |rﬂ(elz't.V2)

La S.G. de (S) estY=c1Y; +CoY, + C3Y3.

" SiPa(A) est scindé mais dimE;, = mult(4;)

-Siona i, vpsimpleeti, vpdouble avecE; = <V;>i=12:

Soit V5 tel que (A-A21)Vz =V,

Y]_ = e’*”.Vl,Yz = e”*Z't.Vz,Y3 = (Vz.t +V3)e'12't.

LaS.Gde (S) estY=c1Y; +CYs +C3Y3.




- Siona A estune v.p de A de multiplicité 3 alors on a deux cas:
» E; =< V1,V, >:Dans ce cas on considere V; tel que (A — A,1)V3; =V,

Y, = e’Ll't.Vl,Yz = eh't.VZ,Y3 = (Vzt +V3)e’12't.

» E; =< V1 > Dans ce cas onconsideére V, tel que (A - AV, =V,

onprend V3 tel que (A — A)V3 =V,

Y, = et Vg, Y, = et (Vit+V,),Ys = (Vl-% 4V, t+ Va)eht




Exemple:

X () = x—2y
Yy () = x+4y

() )

Lesv.p.de Asont1; = 3etd, = 2. Lamatrice A est diagonalisable.

1 2 —
Vi = < ) Vo, = < . > sont 2 v.p. associes a A, et A, resp.
-1 —

Résoudre le systeme: {




eBt zeZt
Y, = Viett = w Y2 = Vyetet = " sont 2 S.P. indépendantes de (S).
—e —e

LaS.G.de(S)estY=L.C

L = , C= soitY =
_e3t  _p2t c

c,e3t 4+ 2¢,e?t

—cqe3t — ¢, et

X = c1e3t + 2c,e?t

y = —c.e3t —c,e?t



Exponentielle d’une matrice carree

. +o0 n
Exponentiellede A e M,, : %= A“:j
n=( t
Propriétés:
exp(0) =1 Application:
-1AP) = At N AN
- o E _Z n!
n>0

eA*tB = ¢4eB 5 AB = BA
si par exemple A est nilpotente de degré 3 (A3 =
Solution du systéme homogene Y = eMC




Systeme différentiel non homogene

LaS.G.de (S)estY =Yg+ Y,

Y, estla S.G. de 'TESSM associée & (S) c.a.d. Y = AY

Yp estune S.P. de (S)

Théoreme: Si Yy = L.Calors Y, = L. ( j L‘let)

x
y (1) = X+4dy+e?

) . X — 2y + et
Exemple Résoudre le systeme:




v=( X oa=( D) Y —Av+B
y ) S\ 1 4 = AT

Onamontré que la S.G. de (Sp) : Y =AYest Y, =L.C

L = , C =
_e3t _eZt Cy

ued+2ve? = e

_u’est . V’62t — et




On trouve

e t4+t

v (t) =et+1ldoncv(t) = e+t 261(1 - e
donc U =

u(t)=e?-2etdoncu=2et(1-ev

Yp|_u<1 ) LaS.Gde(S)estY =Y, +Y,, soit
1

X = C1e3' + 2c,e?t + 1
y = —Ce3t—coe?t+1

Fin




